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РАСЧЕТНО-

ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА 
 

6.1 Элементы линейной алгебры: матрицы, 

определители, системы линейных уравнений 

 Условия задач 

1. Составить две матрицы A  и B  третьего порядка, продолжить 

заданное матричное равенство и проверить его справедливость  

(варианты заданий см. в приложении 1). 

2. Вычислить определитель четвертого порядка, разложив его по 

элементам первой строки и по элементам любого столбца. Убе-

диться в правильности вычислений, сопоставив результаты (см. 

решение примеров 1.9, 1.11.  Варианты заданий – приложение 2). 

3. Решить по правилу Крамера неоднородную систему трех линей-

ных уравнений с тремя неизвестными (см. решение примера 

1.13. Варианты заданий – приложение 3). 

4. Решить систему линейных уравнений (из пункта 3) методом об-

ратной матрицы. Сравнить полученные результаты с результа-

тами пункта 3 (см. решение примера 1.15). 
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5. Составить и решить матричное уравнение CBXA  , где A  

и B  невырожденные матрицы второго порядка. Полученное ре-

шение проверить подстановкой (см. решение примера 1.16). 

6. Решить систему линейных уравнений (из пункта 3) методом  

Гаусса (см. решение примера 1.17). 

7. Найти общее решение каждой из двух систем линейных уравне-

ний  (см. решение примера 1.22. Варианты заданий – приложе-

ние 4). 

8. Решить матричное уравнение BXA   (для нечетных вариан-

тов), BAX   (для четных вариантов) или доказать, что реше-

ния не существует. (Матрицы A , B  и варианты заданий приве-

дены в приложении 5). Разбор решения задачи приводится ниже. 

 

 Комментарий к решению задач 

Задача 8. Решить матричное уравнение BXA  . 

Решение. Метод обратной матрицы при решении матричных урав-

нений вида BXA   невозможно использовать, если матрица A  – 

вырожденная (т.е. 1A  не существует). Однако это не означает, что 

решить такое уравнение вообще невозможно. Воспользуемся мето-

дом Гаусса, имеющим более широкую область применения. 

 Пусть, например, уравнение имеет вид BXA  , где  
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Определитель матрицы A  

0
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332
111

det A , 

следовательно, обратная матрица 1A  не существует.  

Для решения уравнения 
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сначала перемножим матрицы, стоящие в левой части.  
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Равенство двух матриц эквивалентно системе шести линейных урав-

нений с шестью неизвестными: 
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которую решим методом Гаусса. Проведем элементарные преобра-

зования расширенной матрицы системы: 

   BAA |  
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Система решений не имеет, так как в последней строке расширенной 

матрицы все элементы в части A  равны 0, а элемент 016 b . 

Замечание. Используемая при решении расширенная матрица сис-
темы имеет особый вид, позволяющий «разбить» ее на две вспомога-
тельные матрицы и выполнить преобразования этих матриц по от-
дельности, а именно: 
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Запишем соответствующую систему уравнений: 
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Система несовместна. 

Ответ: Данное матричное уравнение решений не имеет. 
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6.2 Векторная алгебра 

 Условия задач 
1. Пользуясь определением, показать, что векторы pnm ,,  линей-

но независимы, и найти координаты вектора a  в базисе  

pnm ,, . 

2. Проверить коллинеарны ли векторы a  и b . 

3. В треугольнике ABC  проведены медиана и биссектриса из вер-

шины A . Найти их длины и угол между медианой и биссектри-

сой.  

4. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a  и b . 

5. Проверить, компланарны ли векторы cba ,, . 

6. Для треугольной пирамиды ABCD  найти объем и длину высо-

ты, опущенной из вершины D  на грань ABC . 

Условия вариантов приведены в приложении 6. 

 

 Комментарий к решению задач 

Задача 1. Показать, что векторы  4,2,1m ,  1,0,1n , 

 2,1,0p  линейно независимы, и найти координаты вектора 

 8,2,1a  в базисе  pnm ,, . 

Решение. Векторы  pnm ,,   линейно независимы, если из равенства  

opnm  321                                    (6.1) 
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следует, что 0321   . Подставляя в формулу (6.1) коорди-

наты векторов  pnm ,,   получим: 

       0,0,02,1,01,0,14,2,1 321    

или    0,0,024,2, 3213121   . Последнее равенст-

во равносильно однородной системе линейных уравнений: 
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определитель которой отличен от нуля: 

01
214
102
011




 . 

Следовательно, система имеет единственное нулевое решение 

0321   . Поэтому, векторы pnm ,,  линейно независимы и 

образуют базис трехмерного линейного пространства.  

 Найдем координаты вектора  8,2,1a  в базисе pnm ,, : 

pnma 321   , 

или         2,1,01,0,14,2,18,2,1 321   , 

           3213121 24,2,8,2,1   , 
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Последнюю систему решим по правилу Крамера:   01  , 
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В результате  pnma 845  .  Вектор a  в разложении по базису  

pnm ,,   имеет координаты   8,4,5 a . 

Задача 2. Проверить коллинеарны ли векторы nma  3  и 

nmb 2 , если  3;5,0;1m ,  6;1;2n . 

Решение. Найдем координаты векторов a  и b : 

         3;5,0;16;1;29;5,1;36;1;23;5,0;13 a , 

     15;5,2;56;1;223;5,0;1 b . 

Если векторы  a  и b  коллинеарны, то должно выполняться 

равенство ba  , и поэтому координаты векторов должны быть 

пропорциональны. Проверим пропорциональность координат: 


15
3

5
1

2
5

2
1

. Все координаты пропорциональны, поэтому век-

торы коллинеарны. Заметим, что 02,0  , следовательно, векто-

ры сонаправлены, и длина вектора  a   в пять раз меньше длины век-

тора  b . 
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Задача 3. В треугольнике ABC  проведены медиана и биссектриса 

из вершины A . Найти их длины и угол между медианой и биссек-

трисой, если  1,2,1 A ,  1,2,4B ,  1,2,4 C . 

Решение. Основание биссектрисы AK  – точка K  делит сторону 

BC  на отрезки BK  и CK , длины которых пропорциональны дли-

нам прилегающих к ним сторон треугольника – AB  и AC ,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

т.е.  
AC
AB

KC
BK .  Найдем длины сторон и отношение  .  

 0,4,3AB ;         5043 222 AB , 

 0,0,3AC ;         3003 222 AC . 
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Отношение 35 . Координаты точки K , которая делит отрезок 

BC  в отношении  5 : 3  или  
3
5


KC
BK ,  можно вычислить по форму-

лам: 
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              (6.2) 

Следовательно, точка K  имеет координаты  1;5,0;4 K . Теперь 

найдем вектор AK  и длину биссектрисы:  

                 0;5,1;3AK ,        55,105,13 222 AK . 

Основание медианы AM  – точка M  делит сторону BC  на две рав-

ные части, поэтому 1
MC
BM . Координаты точки M  находим из 

соотношений (6.2) как координаты середины отрезка: 
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Таким образом, точка M  имеет координаты  1,0,4M , вектор 

 0,2,3AM ,  длина медианы равна  13023 222 AM . 

Угол между медианой AM  и биссектрисой AK  найдем как угол 

между векторами AM  и AK . 

 
65
8

1355,1
0025,133,cos 









AKAM
AKAM

 , 

7
65
8arccos  . 

Задача 4. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах a  и b , если  qpa 3 ,  qpb  2 ,    1p , 2q , 

  65,  qp . 

Решение. Площадь параллелограмма найдем как модуль векторного 

произведения векторов a  и b :  ],[ baS  . Вычислим векторное 

произведение: 

             qqqppqppqpqpba ,3,,6,22,3],[  

         pqpqpqoqppqo ,7,,6,,6  . 

В преобразованиях использовались следующие свойства векторного 

произведения: 

 векторное произведение   oaa ,  для любого вектора a , по-

скольку вектор a  коллинеарен самому себе; 
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    pqqp ,,  , так как перестановка сомножителей в вектор-

ном произведении влечет за собой изменение знака произведе-

ния. 

Далее получим: 

 









qppqpqpqba ,sin7],[7],[7],[  

  75,01465sin217   . 

Итак, площадь параллелограмма  27 едS  . 

Задача 5. Проверить, компланарны ли векторы cba ,, , если 

 2,3,1a ,  4,3,2b ,  9,2,3c . 

Решение. Необходимым и достаточным условием компланарности 

векторов является равенство нулю их смешанного произведения.  

  09
923
432
231

,, cba . 

Векторы cba ,,  не компланарны. 

Задача 6. Для треугольной пирамиды ABCD  найти объем и длину 

высоты, опущенной из вершины D  на грань ABC , если  8,3,1 A , 

 1,2,2 B ,  3,5,4 C ,  2,1,1 D . 

 

Решение. Вычислим объем пирамиды с помощью смешанного  

произведения векторов AB , AC  и AD : 
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 9,5,1 AB ,    5,2,3 AC ,    6,2,0 AD . 

Объем пирамиды   

6
1

V  ADACAB ,, . 

Смешанное произведение   

  58
620
523
951

,, 




ADACAB , 

и тогда объем пирамиды равен   
3
29

6
58

V .   

Теперь найдем высоту пирамиды. Известно, что объем пирамиды  

ABCHSV
3
1

 ,  отсюда  
ABCS
VH 3

 . 

Площадь треугольника ABC  вычислим, используя модуль вектор-

ного произведения векторов AB  и AC :  

  kji
kji

ACAB 172243
523
951, 


 . 

      6,25172243
2
1],[

2
1 222  ACABSABC . 

В результате высота пирамиды равна  13,1
6,25

3 6
58




H . 

 

 



Расчетно-графическая работа                                     295 
 

  Аналитическая геометрия. 

Линейные геометрические объекты на плоскости 

и в пространстве 

 

 Условия задач 
1. Составить уравнения прямых, расположенных в плоскости yxO , 

проходящих через точку P  параллельно и перпендикулярно за-

данной прямой. 

2. Выяснить взаимное расположение прямых, расположенных в 

плоскости yxO . Если они пересекаются, найти точку пересече-

ния и угол между прямыми. 

3. Найти расстояние от точки M  до плоскости  , проходящей че-

рез точки CBA ,, . 

4. Составить уравнение плоскости  : 

a) содержащей точку A  и перпендикулярной плоскостям   и   

(для нечетных вариантов); 

b) содержащей точки A ,  B  и перпендикулярной плоскости   

(для четных вариантов). 

5. Найти угол между плоскостями   и  . 

6. Составить канонические уравнения прямой l  – линии пересече-

ния плоскостей   и  . 
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7. Найти точку пересечения прямой l  и плоскости  , а также угол 

между прямой l  и плоскостью  . Данные по прямой l  и плоскости 

  взять из предыдущих пунктов 3 и 6. 

8. Найти точку 1M , симметричную точке M  относительно:  

a) плоскости   (для нечетных вариантов); 

b) прямой l  (для четных вариантов). 

Условия вариантов приведены в приложении 7.  

 

 Комментарий к решению задач 

Задача 1. Составить уравнения прямых, расположенных в плоскости 

yxO , проходящих через точку  4,3 P  параллельно и перпендику-

лярно заданной прямой   0832:  yxl . 

Решение. В уравнениях прямой на плоскости yxO : 

0 CByAx     и    







,
,

0

0

ytny
xtmx

       Rt  , 

коэффициенты A  и B  являются координатами вектора нормали 

 BAN ,  прямой, а коэффициенты  m   и  n   совпадают с коорди-

натами направляющего вектора  nms ,  прямой. На рис. 6.2 пря-

мая  1l  параллельна заданной прямой 0832:  yxl , и поэтому ее 

вектор нормали 1N  совпадает с вектором нормали  3,2 N  пря-

мой  l : 

 



Расчетно-графическая работа                                     297 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3,21  NN . Следовательно, уравнение прямой 1l  имеет вид  

    000  yyBxxA    или       04332  yx , 

откуда получим 63
2  xy . 

 Прямая 2l  перпендикулярна прямой l , и поэтому ее направ-

ляющий вектор 2s  совпадает с вектором нормали прямой l : 

 3,22  Ns . Составим параметрическое уравнение прямой 2l : 

:2l   







,43
,32

ty
tx

     Rt  . 

 

Замечание. Если прямая l  задана параметрическими уравнениями, 
то известен ее направляющий вектор  nms , , который одновре-
менно является вектором нормали для прямой 2l  и направляющим 
для прямой 1l . 

 

N  

s  

P 

2l  

l  

1l  

Рис. 6.2 
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Задача 2. Выяснить взаимное расположение прямых 1l : 







,1
,32

ty
tx

  

и 043:2  yxl , расположенных в плоскости yxO . Если они пе-

ресекаются, найти точку пересечения и угол между прямыми. 

Решение. Направляющий вектор прямой 1l  имеет вид:  1,21 s , 

для прямой 2l  известен вектор нормали  3,12 N . Предполагае-

мое расположение прямых представлено на рис. 6.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Поскольку скалярное произведение   0532, 21 Ns , векторы 

1s  и 2N  не ортогональны, поэтому прямые 1l  и 2l  не параллельны и 

пересекаются в какой-то точке M . Найдем координаты точки M . 

Для этого подставим x  и y  в параметрической форме записи в 

уравнение прямой 2l : 

  041332  tt , 045 t ,       54t . 

М 

1S  

1l  

2l  2S  

1N  

Рис. 6.3 
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Следовательно, точке M  соответствует значение параметра 

54t . Подставляя это значение параметра в уравнение прямой 

1l , получим координаты точки пересечения: 

  573542 Mx ,    59154 My . 

В итоге  59,57M . 

В качестве направляющего вектора прямой 2l  можно взять 

любой вектор, ортогональный вектору 2N . 

      Если вектор 2s  имеет координаты  222 , nms  , то равенство 

нулю скалярного произведения   0, 22 Ns  приводит к записи 

03 22  nm . Полагая здесь, например, 12 n , получим 32 m , сле-

довательно, один из направляющих векторов прямой 2l  имеет коор-

динаты  1,32 s . 

Найдем косинус угла между прямыми 1l  и 2l : 

 
  2

2
1312

|1132||),(|cos
2222

21

21 








ss
ss . 

Прямые пересекаются под углом 4 . 

Ответ:   59,57M , 4  . 

 

Задача 3. Найти расстояние от точки  2,1,1 M  до плоскости  , 

проходящей через точки  8,3,1 A ,  1,2,2 B ,  3,5,4 C ,. 
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Решение. Составим уравнение плоскости, содержащей точки A , B  

и C . Для этого найдем координаты векторов AB , AC : 

 9,5,1 AB ,     5,2,3 AC . 

Вектор ],[ ACAB  ортогонален плоскости  , поэтому его можно вы-

брать в качестве вектора нормали N  к плоскости  : 

                         N kjiACAB 172243],[  . 

Составим уравнение плоскости  , содержащей точки A , B  и C : 

  :        0817322143  zyx  

или   0113172243  zyx . 

Расстояние от точки  2,1,1 M  до плоскости   равно: 

   
13,1

172243

|1132172243|
222222

111 








CBA

DCzByAx
 . 

 

Задача 4а. Составить уравнение плоскости  , содержащей точку 

 3,1,1 A  и перпендикулярной плоскостям 013:  zyx  и 

032:  zyx  (для нечетных вариантов). 

Решение. По условию плоскость   перпендикулярна плоскостям   

и   (рис. 6.4), поэтому вектор векторного произведения векторов 

нормали 1N  и 2N  к плоскостям   и   будет ортогонален плоско-

сти   (рис 6.4). 
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  kji
kji

NNN 732
112

131, 21 


 . 

Составим уравнение плоскости    :         0371312  zyx  
или    020732  zyx . 
 
Задача 4б. Составить уравнение плоскости  , содержащей точки 
 3,1,1 A  и  5,1,2B  и перпендикулярной плоскости 

013:  zyx  (для четных вариантов). 
Решение.  

 

 

 

 

 

 

 

1N  

  

  

2N  

  A  

N  

Рис. 6.4 

1N    

  
A  

B  N  

Рис. 6.5 
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Вектор нормали к плоскости   находят как векторное произведение 

],[ 1 ABN , где 1N  – вектор нормали к плоскости   (рис. 6.5). В итоге 

  kji
kji

ABNN 759
223
131,1 


 , 

и уравнение плоскости   имеет вид: 

      0371519:  zyx   

или    07759:  zyx . 

Задача 5. Найти угол между плоскостями 013:  zyx  и 

032:  zyx .  

Решение.  

66
2

66
|2||),(|cos

21

21 






NN
NN ,        076

66
2arccos    

Задача 6. Написать канонические уравнения прямой l  — линии пе-

ресечения плоскостей 053:  zyx  и 01432:  zyx . 

Решение. Поскольку векторы нормали каждой из плоскостей 1N  и 

2N  ортогональны любой прямой, расположенной в соответствую-

щей плоскости, оба вектора нормали будут ортогональны прямой l  

(рис.6.6). 
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Поэтому в качестве направляющего вектора прямой можно выбрать 

вектор 

   9,6,9969
432

131, 21 


 kji
kji

NNS  

или вектор  3,2,330  Ss , коллинеарный вектору S . 

       Для составления уравнения прямой необходимо также найти 

координаты любой точки  0000 ,, zyxM , принадлежащей прямой l . 

Эти координаты находят как одно из решений системы1: 








.01432
,053

zyx
zyx

                                        (6.3) 

Полагая, например, в (6.3) 0z , получим: 








.132
,53

00

00

yx
yx

          1,2 00  yx , 

                                                        
1 Система имеет бесконечно много решений, ей удовлетворяют координаты 
каждой точки прямой. 

l

   0M  
2N  

1N

S  

Рис. 6.6 
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и точка 0M  имеет координаты  0,1,20 M . 

Канонические уравнения прямой, проходящей через точку 0M  па-

раллельно вектору 0s , имеют вид:     
32

1
3

2 zyx





 . 

Задача 7. Найти точку пересечения прямой l  и плоскости  , а так-
же угол между прямой l  и плоскостью  . Данные по прямой l  и 
плоскости   взять из предыдущих пунктов 3 и 6. 
Решение. В задаче 3 этого раздела получено уравнение плоскости 

0113172243:  zyx , а в задаче 6 получены канонические 

уравнения прямой l : 
32

1
3

2 zyx





 . Перейдем к параметриче-

ским уравнениям прямой 













,3
,12
,23

tz
ty
tx

       Rt .                         (6.4) 

Точке 0M  (рис.6.7) пересечения прямой и плоскости соответствует 
некоторое значение параметра 0t . 
 

 

 

 

 

 

 

Для получения 0t  подставим выражения (6.4) в уравнение плоско-
сти: 

      011331712222343 000  ttt , 

  

l  

0M  

Рис. 6.7 
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049224 0 t ,     32
7

0 t . 

Подставляя 0t  в (6.4), получим координаты точки пересечения 

 32
21,16

9,32
85

0 M . 
 Угол   между прямой и плоскостью (или угол между прямой и 
проекцией этой прямой на плоскость) найдем как угол    2 , 
где  — угол между направляющим вектором прямой и вектором 
нормали к плоскости. Направляющий вектор прямой s  и вектор 
нормали к плоскости N  имеют вид:  3,2,3s  и  17,22,43N . 
Следовательно, 

15
14|),(|sincos 




Ns
Ns ,     

откуда  69
15
14arcsin  . 

Задача 8а. Найти точку 1M , симметричную точке  2,0,1 M  отно-
сительно плоскости  032:  zyx . 
Решение. Составим уравнение прямой l , проходящей через точку 
M  перпендикулярно плоскости   (рис.6.8). В качестве направ-
ляющего вектора S  прямой можно выбрать вектор нормали 

 1,1,2 N  к плоскости. Полагая, что  1,1,2  NS , перейдем к 
параметрическим уравнениям прямой: 
 













,2
,

,12

tz
ty
tx

      Rt  .                          (6.5) 
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Найдем координаты точки  000 ,, zyxO  пересечения прямой и плос-

кости, подставив выражение (6.5) в уравнение плоскости: 

      032122 000  ttt         2
1

0 t . 

Точка O  имеет координаты  2
3,2

1,2 O . Поскольку точка O  яв-

ляется серединой отрезка 1MM , то  

























,
2

,
2

,
2

1

1

1

0

0

0

MM

MM

MM

zz
z

yy
y

xx
x

  
















,2

,2

,2

0

0

0

1

1

1

MM

MM

MM

zzz
yyy

xxx

    

















.12(2

,102

,3122

)2
3
2
1

1

1

1

M

M

M

z

y

x

 

Ответ:  точка 1M  имеет координаты  1,1,31 M . 

 

Рис. 6.8 

M  
N  

O  

  

1M  
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Задача 8б. Найти точку 1M , симметричную точке  2,0,1 M  отно-

сительно прямой   3
1

21
2: 

 zyxl . 

Решение. Сначала составим уравнение плоскости  , проходящей 

через точку M  перпендикулярно прямой l  (рис. 6.9).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Вектор нормали N  к плоскости   совпадает с направляющим век-

тором S  прямой  l  —    3,2,1  SN . Тогда уравнение плоско-

сти имеет вид:        0230211  zyx    или   732  zyx . 

Найдем координаты точки  000 , zyxO  пересечения прямой l  и 

плоскости   так, как мы это делали в задаче 7. 

Рис. 6.9 

l  S  

  

M  

O  

1M  
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Запишем параметрические уравнения прямой l  : 














,13
,2

,2

tz
ty

tx
         Rt . 

Подставим эти выражения в уравнение плоскости и найдем соответ-

ствующее значение параметра  0t : 

    7133222 000  ttt        7
1

0 t . 

Итак, точка O  имеет координаты  7
10,7

2,7
15 O .  

Поскольку точка O  является серединой отрезка 1MM  , 

























,
2

,
2

,
2

1

1

1

0

0

0

MM

MM

MM

zz
z

yy
y

xx
x

    
















,2

,2

,2

0

0

0

1

1

1

MM

MM

MM

zzz
yyy

xxx

    

















.7
627

20

,7
407

4

,7
2317

30

1

1

1

M

M

M

z

y

x

 

Ответ: точка 1M  имеет координаты  7
6,7

4,7
23

1 M . 
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6.4. Приложение векторной алгебры  

и аналитической геометрии. 

Расчет пирамиды 
● Условия задач 

1. Выбрать в декартовой прямоугольной системе координат четыре 

произвольные точки DCBA ,,,  так, чтобы они не лежали ни в одной 

из координатных плоскостей. 

1.1. Проверить, не принадлежат ли эти точки одной плоскости (ес-

ли все они расположены в одной плоскости, то следует изме-

нить координаты одной из точек). 

1.2. Проверить, не является ли треугольник ABC  равнобедрен-

ным (в случае утвердительного ответа измените координаты 

одной из точек). 

2. Рассмотреть пирамиду DABC  с вершинами в точках DCBA ,,,  

и, выбрав в качестве основания пирамиды ABC , определить 

или составить: 

2.1. Возможные уравнения плоскости, содержащей точки CBA ,, . 

2.2. Возможные уравнения прямой 1l , проходящей через точки A   

и B . 

2.3. Площадь ABC . 

2.4. В ABC  найти высоту СE , опущенную из вершины С  на 

сторону AB , координаты основания высоты (точки E ) и со-

ставить уравнение прямой CEl , содержащей эту высоту. 
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2.5. В ABC  найти длину медианы СМ  и составить уравнение 

прямой CМl , содержащей медиану СМ . 

2.6. В ABC  найти биссектрису СК  угла ACB  и составить 

уравнение прямой CКl , содержащей биссектрису. Задачу ре-

шить двумя способами. 

3. Расчеты в пирамиде DABC . 

3.1. Составить уравнение прямой DHl , содержащей высоту пира-

миды DH  и найти ее длину. Задачу решить двумя способами. 

3.2. Найти объем пирамиды DABC  (двумя способами). 

3.3. Найти угол между гранями ABC  и ADB . 

3.4. Найти угол между ребром DA  и основанием пирамиды. 

4. Составить уравнения скрещивающихся прямых CDl  и ABl . 

4.1. Найти угол между прямыми CDl  и ABl . 

4.2. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми (двумя 

способами). 

 

● Комментарий к решению задач 

Задача 1. Выберем четыре точки, так, чтобы они не лежали ни в од-
ной из координатных плоскостей  ,2,1,1 A   ,3,2,1 B   ,3,2,3C  
 4,3,1 D . 

1.1. Проверим, не лежат ли точки DCBA ,,,  в одной плоскости. Для 

этого следует рассмотреть три вектора ADACAB ,,  и если век-

торы компланарны, то точки будут принадлежать одной плоскости. 

Так как  ,5,1,2 BA     6,2,0,5,3,2  ADAC  и  
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  064
620
532
512

,, 



ADACAB , 

то точки DCBA ,,,  в одной плоскости не лежат. 

1.2.  Проверим, не является  ли ABC  равнобедренным. Для этого 

найдем длины сторон треугольника: 

,38532,30512 222222  ACAB  

4062 22 AD . 

Среди сторон нет равных, и поэтому ABC  не является равнобед-

ренным. 

2.   Рассмотрим ABC . 

2.1. Составим различные уравнения плоскости 1 , содержащей точ-

ки CBA ,, . 

 Общее уравнение плоскости, найдем как уравнение плоско-

сти, проходящей через три точки (условие компланарности векторов 

ACABAM ,, ): 

0
532
512

211


 zyx
 

или          042201201  zyx , или 

0855  zyx . 
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 Параметрическое уравнение плоскости 1 . Начальной точ-

кой плоскости выберем точку A , а в качестве направляющих векто-

ров плоскости возьмем векторы ACAB, . Параметрическое уравне-

ние плоскости 1 имеет вид 













,552
,31
,221





tz
ty
tx

RtR  , . 

 Нормированное уравнение плоскости 1  получим умножени-

ем общего уравнения плоскости на нормирующий множитель 

51
1

155

1
222





 . 

Оно имеет следующий вид: 

  0855
51
1

 zyx  

 Уравнение плоскости в отрезках получим из общего уравне-

ния: 

1
5

1
5

8
5

8 



zyx . 

2.2. Выпишем различные виды уравнения прямой 1l , проходящей 

через точки A  и B . Примем за начальную точку прямой точку A , а 

вектор  5,1,21  ABq  возьмем в качестве направляющего век-

тора возьмем. 
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 Параметрические уравнения:  














,52
,,1

,21

tz
Rtty

tx
 

Каноническое уравнение: 

5
2

1
1

2
1 







 zyx . 

 Уравнение прямой, определяемой как линии пересечения двух 

непараллельных плоскостей. Прямая 1l  лежит на пересечении 

плоскости 1  и 2 , содержащей точки BDA ,, . Уравнение 2  по-

лучим из условия компланарности векторов ADABAM ,,  

  0
620
512

211
,, 







zyx
ADABAM  

или 043:2  zyx , следовательно, координаты точек пря-

мой 1l  удовлетворяют системе уравнений 

 
 







.,043
,,0855

2

1

ABDzyx
ABCzyx




 

Можно сделать проверку. Непосредственная подстановка координат 

точки  2,1,1 A  в уравнения системы дает два тождества 

   
   







,0821515
,042131

 

и, значит, точка A  принадлежит прямой 1l .  
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 Направляющий вектор прямой 1l , можно найти как вектор-

ное произведение векторов нормали 1n  и 2n  плоскостей 1  и 2  

соответственно 

  kji
kji

nnq 2048
131
155, 212  . 

Поскольку    5,1,2420,4,82 q , то векторы 1q  и 2q  колли-

неарны и оба могут служить направляющими векторами нашей пря-

мой. 

2.3. Найдем площадь ABC . Поскольку 

   4,20,20, ACAB , 

то  

  512816
2
1,

2
1

 ACABS ABC . 

Сначала составим уравнение высоты ABC , опущенной на сторону 

AB , и найдем ее длину.  

2.4.  Пусть CE  искомая высота и  111 ,, zyxE . Точка E  принадле-

жит прямой 1l , поэтому существует такое 1tt  , что (параметриче-

ские уравнения) 














.52
,1
,21

11

11

11

tz
ty
tx

 

С другой стороны, т.к. ABCE  , имеем 0),( ABCE  или  
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       0352132 111  zyx , 

Следовательно, 

       035252113212 111  ttt , откуда 
5
3

1 t  и, 

1,
5
8,

5
1

111  zyx . 

 Таким образом, 





 






 

5
10,

5
18,

5
16,1,

5
8,

5
1 CEE  

и                
5
342

25
101816 222




 CEh . 

 2-ой способ. Поскольку известно, что ABhS ABC 2
1

 , а 

512ABCS , 30AB , то. 

5
342

30
514

2
 

AB
S

h ABC , 

что совпадает с ранее полученным результатом. 

 Уравнение высоты составим, выбрав в качестве направляю-

щего вектора  5,9,8
2
5

3  CEq  и в качестве начальной точки — 

точку  3,2,3C . Параметрическое уравнение высоты имеет следую-

щий вид   












,35
,29
,38

tz
ty
tx

     Rt . 

2.5. Рассмотрим медиану CM  в ABC  (рис.6.10).  
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Очевидно, что AMCACM  , где  ,5,3,2 CA  

 25,21,1
2
1

 ABAM , поэтому  25,27,3 CM . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Параметрическое уравнение медианы (направляющий вектор 
 5,7,624  СMq , начальная точка  3,2,3C ) 













,35
,27
,36

tz
ty
tx

     Rt . 

Длина медианы 110
2
1

2
5

2
73

22
2 













 CMm . 

2.6. Рассмотрим биссектрису CK  угла BCA


, найдем ее длину и со-
ставим уравнение биссектрисы. 
1-ый способ. Воспользуемся параметрическим уравнением прямой 

1l , которому удовлетворяют координаты точки  222 ,, zyxK  при 

некотором значении 2t  параметра   













.25
,1
,12

22

22

22

tz
ty
tx

 

B  

C  

A  

M
 

Рис. 6.10 
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Поскольку CK  − биссектриса, то углы    и  coscos  . По-
этому  

 cos),(),(cos 






CKCB

CKCB
CKCA

CKCA . 

Сокращая здесь на CK , получим 
CB

CKCB
CA

CKCA ),(),(
  или, учи-

тывая, что  ,55,3,22 222 tttCK   ,0,4,4 CB  
 5,3,2 CA , придем к равенству 

         
32

34224
38

55533222 22222 ttttt 


 , 

 откуда    52,0
19636
191076

2 



t 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таким образом,  4,2;52,3;04,3 CK  и длина биссектрисы 

      23,54,252,304,3 222  CKb . 

                                                        
2 Расчеты проводим с точностью до второго знака после запятой. 

C  

B  

K  

A      

Рис. 6.11 
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Уравнение биссектрисы (направляющий вектор CKq 5 , начальная 

точка  3,2,3C ) имеет вид   












,4,23
,52,32
,04,33

tz
ty
tx

    Rt  . 

2-ой способ. Из элементарной геометрии известно, что точка K  (ос-

нование биссектрисы) делит основание AB  в отношении 
 , где  

09,1
4
19

32
38


CB
AC

KB
AK


 . 

При этом координаты точки  222 ,, zyxK  вычисляются через коор-

динаты концов отрезка AB  по известным формулам деления отрезка 

в заданном отношении (формулы 3.2). Подставляя в эти формулы 

соответствующие значения координат, получим 

   

.61,0
09,11

309,12

;52,1
09,11

209,11;04,0
09,11

109,11

2

22

















z

yx
 

откуда  39,2;52,3;04,3 CK . Длина биссектрисы 

      23,539,252,304,3 222  CKb , что совпадает с преды-

дущими вычислениями. 

3.   Рассмотрим теперь пирамиду DABC : 
3.1.   Составим уравнение высоты, опущенной из вершины D  на 
основание, и найдем ее длину. 
1-ый способ. Высоту пирамиды найдем, подставив координаты точ-

ки  4,3,1 D  в нормированное уравнение плоскости 1  
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 
51

16843515
51
1

 dH . 

2-ой способ. Найдем сначала координаты точки  333 ,, zyxQ  – про-

екции вершины D  на плоскость основания 1 .. Очевидно, числа 

333 ,, zyx  удовлетворяют общему уравнению  плоскости 1  

0855 333  zyx , 

но одного этого уравнения недостаточно для определения трех неиз-

вестных чисел. В то же время легко заметить, что вектор 

 4,3,1 333  zyxDQ  коллинеарен вектору нормали 

 1,5,5 N  плоскости 1 , т.е. NDQ  , где 0  некоторая 

постоянная. Последнее равенство равносильно трем соотношениям 

  4,53,51 333 zyx . 

Воспользовавшись этими соотношениями, получим 

      084535515   , 

откуда 
51
16

 , и в результате 

 1,5,5
51
16

 NDQ  . 

Высота пирамиды 
51

16155
51
16 222 H , что подтверждает 

предыдущие вычисления. 
3.2.  Найдем теперь объем пирамиды DABC . 

1-ый способ. 

3
32204

51
16

3
1

3
1

 ABCпир HSV . 
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2-ой способ. Вычислим теперь объем пирамиды через смешанное 

произведение векторов ADACAB ,,  

 
3

3264
6
1|,,|

6
1

 ADACABVпир . 

3.3.  Угол между гранями пирамиды ABC  и ADB  это угол между 

плоскостями 1  и 2 : 

38,0
561
9

1151
|113515||),(|cos

21

21 





nn
nn ,       68 . 

3.4. Угол   между ребром пирамиды DA  и ее основанием найдем, 

используя скалярное произведение векторов )6,2,0( DA  и 

 1,5,51 n : 

      18,0
510
4

5140
|165250||),(|cos

1

1 





nDA
nDA ,   80  и  

000 108090  . 

4. Составим уравнение прямой CDl  (проходит через точки C  и D , 

направляющий вектор  1,5,26  CDq , начальная точка 

 3,2,3C ):   
1

3
5
2

2
3 







 zyx . Напомним каноническое уравнение 

прямой ABl  (проходит через точки A  и B , направляющий вектор 

 5,1,21 q ): 

5
2

1
1

2
1 







 zyx . 
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4.1.  Угол   между угол между прямыми CDl  и ABl .  

     
15
7

3030
|155122||),(|cos

61

61 





qq
qq

 , откуда 62 . 

4.2.  Расстояние между скрещивающимися прямыми. 

1-ый способ. Вычислим объем параллелепипеда, построенного на 

векторах   CDqABq  61 ,   и  AC .   Поскольку 

  64
532
152
512

,, 


ACCDAB , 

то объем параллелепипеда   64||  ACCDABVo .Площадь осно-

вания параллелепипеда  CDABSосн , . Вычислим векторное про-

изведение    kji
kji

CDAB 8824
152
512, 


 , 

и, следовательно,   CDABSосн , .  

В результате расстояние между скрещивающимися прямыми равно 

11
8

118
640 

оснS
VHd . 
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2-ой способ. Через прямую 1l  проведем плоскость 0 , которая будет 

параллельна прямой 6l . Эта плоскость содержит точку  2,1,1A  и 

имеет направляющие векторы  5,1,21  ABq , 

 1,5,26  CDq . Запишем общее уравнение этой плоскости: 

0168824)2(8)1(8)1(24
152
512

211






zyxzyx

zyx
 

После умножения на нормирующий множитель 

118
1

1138

1
2




  

получим нормированное уравнение 0  

  023
11
1

 zyx . 

Расстояние между скрещивающимися прямыми найдем как расстоя-

ние от точки  3,2,3C  прямой 6l  до плоскости  0 : 

11
823233

11
1

d , 

что подтверждает полученный выше результат. 
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6.5. Линейные пространства.  

Собственные векторы и собственные значения 
 

● Условия задач 

1. Найти координаты вектора x  в базисе }{ 
ie , если известны 

его координаты в базисе }{ ie и задана связь между базисами 

(варианты заданий приведены в приложении 8). 

2. Найти матрицу линейного оператора в базисе }{ 
ie , если 

линейный оператор задан матрицей A  в базисе  }{ ie  (вари-

анты заданий приведены в приложении 9). 

3. Привести матрицу линейного оператора к диагональному 

виду и указать базис пространства (не обязательно ортонор-

мированный), в котором матрица линейного оператора имеет 

диагональный вид (варианты заданий приведены в приложе-

нии 10). 

4.  

● Комментарий к решению задач. 

Задача 1.  Процедура решения задачи основана на материале разде-

ла 4.2 главы 4 (стр. 168-171). Необходимо записать матрицу перехо-

да от базиса к базису и применить формулу (4.15). 

Задача 2.  Решение задачи разобрано в примере 4.16  (стр. 203). 

Задача 3.  Процедура решения приведена в примере 4.18 (стр. 215). 
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Приложение 1. 
 

№ Условие 
1 )2()( 222 BABABA  =… 
2 22))(( BABABA  =… 
3 )()( 222 BABA  =… 
4 )()( 222 BABA  =… 
5 222 )(2 BABABA  =… 
6 22 4)2)(2( BABABA  =… 
7 222 )3(9 BABA  =… 
8 222 4)2( BABA  =… 
9 222 49)23( BABA  =… 

10 222 )2(4 BABA  =… 
11 22 2)( BABBA  =… 
12 )96()3( 222 BABABA  =… 
13 ABBA 2)( 2  =… 
14 ))((22 ABABBA  =… 
15 )2)(2(4 22 ABABAB  =… 
16 ABBA 2)( 2  =… 
17 222 )(4484 BABABA  =… 
18 2)( BAABBA  =… 
19 222 )2(44 BABABA  =… 
20 )44()2( 222 AABBBA  =… 
21 )44()2( 222 BABABA  =… 
22 ))((22 BABABA  =… 
23 222 )( BABA  =… 
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24 222 )( BABA  =… 
25 2)( BABAAB  =… 
26 )9()3( 222 BABA  =… 
27 )(3)3( 2 BAABAB  =… 

28 
ABBA



2

)( 2

=… 

29 )()( 22 BABBA  =… 
30 )()( 22 AABBA  =… 

 
Приложение 2.  

 
 

01 

2035
5201
5144
1433






 

02 

4103
2630

1315
1215






 

03 

3341
5153
0222
3414







 

04 

5342
4534
1440
4223






 

05 

4033
2116
5151
3153






 

06 

5524
5450
2113
3552





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07 

5450
3516

0125
4433





 

08 

5522
6505
0432
1111





 

09 

2024
1634

1302
3322







 

10 

5534
4622
3205
1222





 

11 

1244
4051
3122
4541







 

12 

3130
5311
2434
3242







 

13 

5352
0254
4311
5453







 

14 

4235
1333
5040
2512






 

15 

1405
3013
2354
3555






 

16 

4513
0466
1141

1144





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17 

3113
4231
1520

1555




 

18 

3011
2362
1242

4445





 

19 

2042
5532

4151
5344





 

20 

5043
2634

4101
5325





 

21 

4242
2342

0515
3412




 

22 

3534
4312

4032
2552





 

23 

5555
6244
2110

3112





 

24 

1343
1233
2201

2444





 

25 

4313
6565

2025
3533




 

26 

0204
5634

2232
2553





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27 

5334
4662

3420
2455




 

28 

5441
1464

0132
3411




 

29 

0333
2511

2131
2311




 

30 

2415
2436

5201
1341





 

 
Приложение 3.  

 
01 













.562
,18232

,435

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

02 














.62
,6525

,83

21

321

321

xx
xxx

xxx

 

03 














.442
,52

,16225

321

21

321

xxx
xx

xxx
 

04 














.3
,35

,31455

21

321

321

xx
xxx

xxx
 

05 














.2454
,5

,134

321

31

321

xxx
xx

xxx
 

06 













.1433
,945

,0242

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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07 













.1132
,744

,1322

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

08 













.1262
,1525
,4343

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

09 














.832
,622

,83

321

321

31

xxx
xxx

xx
 

10 













.2533
,30554

,9544

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

11 














.6626
,1035

,113

321

21

321

xxx
xx

xxx
 

12 













.23
,54

,23525

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

13 













.122
,12
,3

321

32

321

xxx
xx
xxx

 

14 














.20235
,942

,52

321

321

21

xxx
xxx

xx
 

15 













.1644
,725
,13552

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

16 














.954
,9324

,2

321

321

21

xxx
xxx

xx
 

17 














.1034
,323

,1545

32

321

321

xx
xxx

xxx
 

18 














.13223
,324

,535

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

19 













.18432
,22432
,12252

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

20 













.9232
,1342
,54

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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21 














.19334
,522

,75

321

321

31

xxx
xxx

xx
 

22 














.1533
,154

,144

21

321

321

xx
xxx

xxx
 

23 













.122
,20223
,39345

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

24 













.92
,1745

,1453

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

25 













.732
,245

,45445

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

26 














.8455
,12

,12553

321

21

321

xxx
xx

xxx
 

27 














.25355
,923

,9335

321

31

321

xxx
xx

xxx
 

28 














.7332
,32

,13542

321

31

321

xxx
xx

xxx
 

29 













.126
,24522

,6253

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

30 













.1232
,24
,24

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 
 

Приложение 4. 
01 














;03334
,0252

,0232

5431

54321

54321

xxxx
xxxxx

xxxxx
 













.343
,1333

,2522

4321

432

4321

xxxx
xxx

xxxx
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02 













;03635
,0452

,02453

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 













.32
,04

,2455

432

321

4321

xxx
xxx

xxxx
 

03 














;02235
,045

,03543

54321

5431

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 












.2362
,5243

,13523

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

04 














;0323
,0253

,04355

54321

5321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 













.2226
,15

,2424

431

432

4321

xxx
xxx

xxxx
 

05 














;03652
,02233

,04323

5321

5432

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
 













.33522
,15434

,3535

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

06 














;033
,0224

,02245

5321

321

54321

xxxx
xxx

xxxxx
 













.22434
,34255

,44

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

07 













;0334
,0454
,05245

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

 












.62352
,45
,543

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

08 













;0422
,022

,023

5421

54321

54321

xxxx
xxxxx

xxxxx
 













.1326
,02335

,2242

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
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09 














;05234
,053243

,05343

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 













.1543
,22

,13532

431

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
 

10 














;036245
,022

,02322

54321

5431

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 












.44
,22
,53545

321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
 

11 













;0626
,033423

,04324

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 













.323
,025

,55524

4321

431

4321

xxxx
xxx

xxxx
 

12 













;0643
,02224
,03535

5321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

 













.22
,2422

,14

321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
 

13 














;043622
,025

,04352

54321

5321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx














.352
,152

,2434

421

421

4321

xxx
xxx

xxxx
 

14 














;02343
,04524

,0445

54321

5421

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 












.5334
,153

,43424

432

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx

 

15 













;05434
,04242

,052444

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 












.2422
,552

,34432

321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
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16 













;04462
,0222

,04244

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 












.162
,044

,142

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

17 














;0346
,0222

,05435

321

5321

54321

xxx
xxxx

xxxxx
 













.64634
,143

,42323

4321

432

4321

xxxx
xxx

xxxx
 

18 














;06352
,022

,043552

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 












.5263
,033

,3332

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

19 














;053322
,02252

,04532

54321

5432

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 













.12
,02

,2215

43

321

4321

xx
xxx

xxxx
 

20 













;0464
,02535
,05542

5421

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

 












.13
,3224

,452

432

321

4321

xxx
xxx

xxxx
 

21 














;0524
,03

,02333

54321

4321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 













.023
,455

,355

321

431

4321

xxx
xxx

xxxx
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22 














;055255
,0253

,0554

54321

5432

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx














.05243
,2544

,13555

4321

432

4321

xxxx
xxx

xxxx
 

23 














;0236
,0535

,03335

54321

5321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 













.2623
,034

,1445

321

431

4321

xxx
xxx

xxxx
 

24 














;063
,023

,024522

321

521

54321

xxx
xxx

xxxxx
 












.323
,03
,225

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

25 














;046
,0242

,054233

5432

521

54321

xxxx
xxx

xxxxx
 












.3263
,224
,1425

321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
 

26 














;03426
,0355

,04455

54321

4321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 












.243
,1232
,15

432

321

4321

xxx
xxx
xxxx

 

27 














;03563
,0222

,023334

54321

5421

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx














.36256
,0

,4525

4321

421

4321

xxxx
xxx

xxxx
 

28 














;0462
,05

,03525

54321

5421

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
 












.6
,33

,33242

31

4321

4321

xx
xxxx

xxxx
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29 














;05634
,02

,0555

5321

41

54321

xxxx
xx

xxxxx
 












.26
,1522

,2232

4321

431

4321

xxxx
xxx

xxxx
 

30 














;033
,043523

,0224

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 













.33
,124

,4443

41

432

4321

xx
xxx

xxxx
 

 
Приложение 5. 

 
A B 

1 















200
000
321

 
















60
00
40

 

2 


















111
032
210

 







 421

000  

3 














 

000
002
112

 
















00
04
01

 

4 





















210
011
201

 







321
000  
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5 














 

000
030
231

 
















00
09
04

 

6 

















011
110
321

 










422
013  

7 















987
654
321

 
















02
01
07

 

8 















311
030
321

 







014
381  

9 



















374
596
485

 




















1313
279
2211

 

10 



















930
111

112
 







 
7133
245

 

11 





















153
321
432

 





















75
43
32
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12 














 

102
024
110

 







 032

216  

13 




















6148
485
596

 
















01
00
00

 

14 














 

102
024
110

 







216
032  

15 



















421
633

215
 

















19
13
18

 

16 
















987
654
321

 







000
217  

17 
















5/404
132
105

 
















00
10
00

 

18 




















032
210
111

 






 
000
421  
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19 
















311
030
321

 
















03
18
41

 

20 




















111
112
930

 







 245

7133  

21 



















930
111

112
 



















72
134
35

 

22 




















111
210
032

 






 
000
421  

23 




















542
100
321

 
















 30
12
67

 

24 





















210
201

011
 








000
321  

25 




















1208
120
111

 














 

00
43
21
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26 



















110
321
011

 










013
422  

27 




















210
101
412

 





















12
10
32

 

28 
















321
987
654

 







217
000  

29 





















015
232
223

 



















01
12
41

 

30 



















111
930

112
 







 
7133
245  

 
Приложение 6. 

 
01 

 
1) ),2,1,0(),5,3,2(  ma  
    )3,0,2(),1,3,2(  pn . 
2) ),2,1,0(),3,2,1(  nm  
    .,32 mnbnma   
3) )1,4,8(),3,4,4(),1,4,1(  CBA . 

02 
 

1) ),3,0,1(),4,2,3(  ma  
)5,1,3(),0,1,2(  pn . 

2) ),4,3,1(),5,2,3(  nm  

    .2,5 mnbnma   
3) )3,1,9(),7,1,5(),3,1,2(  CBA . 
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4) ,3,2 qpbqpa   

      .
6

,,2,1 
 qpqp  

5) ),1,0,1(),1,3,2(  ba  
    ).2,2,2(c  
6) ),1,2,2(),6,3,1( BA  
    )1,0,1(C , )3,6,4(D . 

4) ,2,3 qpbqpa   

      .
4

,,1,4 
 qpqp  

5) ),4,3,2(),1,2,3(  ba  
    ).1,1,3( c  
6) ),0,3,2(),,6,2,1(  BA  
    )8,5,10(C , )4,2,5( D . 

 
03 

 
1) ),0,3,2(),1,2,3(  ma  
    )3,2,1(),6,5,0(  pn . 
2) ),4,1,2(),3,1,1(  nm  
    .42,2 mnbnma   
3)

)9,5,1(),5,11,1(),5,2,1(  CBA  
4) ,2,3 qpbqpa   

   .
2

,,1,
5
1 

 qpqp  

5) ),1,1,1(),2,5,1(  ba  
    ).1,1,1(c  
6) ),2,1,7(),4,2,7( BA  
     )1,3,3(C , )1,2,4(D . 

 
04 

 
1) ),1,2,3(),1,1,5(  ma  
    )5,3,2(),2,5,0(  pn . 
2) ),1,2,3(),5,2,1(  nm  
    .26,3 mnbnma   
3) )2,1,10(),6,1,6(),2,1,3(  CBA  
4) ,5,23 qpbqpa   

   .
6

5,,
2
1,4 

 qpqp  

5) ),1,2,3(),3,1,1(  ba  
    ).4,3,2(c  
6) ),2,5,1(),6,1,2( BA  
    )2,3,7( C , )6,3,6( D . 

 
05 

 
1) ),1,2,1(),10,1,2(  ma  
    )1,2,3(),7,5,0(  pn . 
2) ),3,2,1(),1,1,5(  nm  
    .24, nmbnma   
3) )1,2,7(),5,2,3(),1,2,0( CBA . 

 
06 

 
1) ),1,6,3(),2,0,5(  ma  
    ),0,1,2(),3,1,1(  pn . 
2) ),1,2,1(),5,2,3(  nm  
    .25,52 mnbnma   
3) )3,2,8(),1,2,4(),3,2,1(  CBA . 
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4) ,2,2 qpbqpa   

      .
4

3,,3,2 
 qpqp  

5) ),1,2,1(),1,3,3(  ba  
    ).1,1,1(c  
6) ),3,0,6(),2,5,1(  BA  
    )3,6,3( C , )7,6,10(D . 

 

4) ,2,3 qpbqpa   

      .
3

,,3,2 
 qpqp  

5) ),0,1,2(),1,1,3(  ba  
    ).1,2,5( c  
6) ),5,3,2(),1,1,0(  BA  

)9,5,1( C , )3,6,1( D . 

 
07 

 
1) ),3,2,1(),1,3,3(  ma  
    )1,6,2(),5,4,1(  pn . 
2) ),3,4,4(),2,3,1(  nm  
    .,23 nmbnma   
3) )2,5,7(),6,5,3(),2,5,0( CBA . 
4) ,3,2 qpbqpa   

      .
2

,,2,3 
 qpqp  

5) ),1,2,1(),1,3,4(  ba  
    ).2,2,2(c  
6) ),0,5,2(),0,2,5( BA  

)4,2,1(C , )1,1,1(D . 

 
08 

 
1) ),5,3,1(),3,2,3(  ma  
    )7,4,2(),2,1,0(  pn . 
2) ),0,1,2(),1,1,8(  nm  
    .32,25 mnbnma   
3) )8,0,2(),4,6,2(),4,3,2( CBA  . 
4) ,,4 qpbqpa   

      .
4

,,2,7 
 qpqp  

5) ),4,7,6(),1,3,4(  ba  
    ).1,0,2( c  
6) ),1,2,1(),2,1,2(  BA  
    )6,0,5( C , )7,9,10( D . 

 
09 

 
1) ),3,2,1(),5,2,3(  ma  
    )1,2,3(),8,1,0(  pn . 
2) ),1,2,3(),0,1,2(  nm  
    .42,2 mnbnma   
3) )3,11,1(),7,5,1(),3,2,1( CBA . 

 
10 

 
1) ),1,5,2(),3,2,1(  ma  
    )6,5,0(),4,1,3(  pn . 
2) ),3,2,1(),4,1,0(  nm  

.23,3 mnbnma   
3) )5,2,7(),9,2,3(),5,2,0(  CBA  
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4) ,3,4 qpbqpa   

      .
6

,,2,1 
 qpqp  

5) ),7,3,1(),1,2,3(  ba  
    ).3,2,1(c  
6) ),1,7,1(),4,0,2(  BA  
    )4,8,4( C , )6,4,1( D . 

4) ,2,4 qpbqpa   

      .
3

,,2,7 
 qpqp  

5) ),1,0,2(),2,7,3(  ba  
    ).1,2,2(c  
6) ),2,3,5(),5,4,14( BA  
    )3,6,2( C , )1,2,2( D . 
 

 
11 

 
1) ),1,2,1(),7,1,6(  ma  
    )5,3,2(),6,5,3(  pn . 
2) ),3,1,0(),5,2,3(  nm  
    .24,2 mnbnma   
3) )2,9,1(),6,3,1(),2,0,1(  CBA  
4) ,,23 qpbqpa   

      .
2

,,1,10 
 qpqp  

5) ),1,0,1(),6,2,1(  ba  
    ).17,6,2( c  
6) ),3,0,3(),0,2,1( BA  
    )6,2,5(C , )9,4,8( D . 

 
12 

 
1) ),2,3,4(),3,0,1(  ma  
    )0,1,5(),6,2,1(  pn . 
2) ),5,1,0(),1,2,1(  nm  
    .26,3 mnbnma   
3) )2,1,14(),2,1,10(),2,1,7(  CBA . 
4) ,2,4 qpbqpa   

      .
4

,,1,5 
 qpqp  

5) ),1,2,1(),4,3,6(  ba  
    ).2,1,2(c  
6) ),1,2,1(),2,1,2(  BA  
    )1,2,3(C , )5,2,4(D . 

 
13 

 
1) ),5,3,1(),8,3,2(  ma  
    )7,1,2(),2,3,4(  pn . 
2) ),0,2,3(),2,3,1(  nm  
    .4,4 mnbnma   
3) )1,7,0(),5,1,0(),1,2,0( CBA  . 
4) ,2,2 qpbqpa   

 
14 

 
1) ),6,1,0(),4,1,3(  ma  
    )8,5,1(),1,3,2(  pn . 
2) ),4,1,7(),0,2,1(  nm  

    .4,82 mnbnma   
3) )1,0,13(),5,0,9(),1,0,6( CBA . 
4) ,2,3 qpbqpa   
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      .
3

,,7,6 
 qpqp  

5) ),1,2,1(),4,3,7(  ba  
    ).4,2,4(c  
6) ),3,1,1(),2,1,1( BA  
    )4,2,2( C , )2,0,1( D . 

 
 
 

      .
3

,,4,3 
 qpqp  

5) ),5,7,4(),2,3,2(  ba  
    ).1,0,2( c  
6) ),2,1,4(),1,3,2( BA  
    )7,3,6(C , )3,5,7( D . 

 
15 

 
1) ),5,2,3(),3,4,1(  ma  
    )1,7,6(),2,3,1(  pn . 
2) ),5,1,0(),1,5,3(  nm  
    .3,62 mnbnma   
3) )1,11,1(),3,5,1(),1,2,1(  CBA . 
4) ,2,32 qpbqpa   

      .
4

,,3,2 
 qpqp  

5) ),1,0,1(),4,3,5(  ba  
    ).4,2,4(c  
6) ),1,3,2(),1,1,1(  BA  
    )1,2,3(C , )8,9,5( D . 

 
16 

 
1) ),3,1,6(),3,2,0(  ma  
    )0,2,3(),1,2,5(  pn . 
2) ),8,2,1(),4,1,0(  nm  
    .23, mnbnma   
3) )5,6,7(),9,6,3(),5,6,0(  CBA . 
4) ,3,2 qpbqpa   

      .
6

,,1,4 
 qpqp  

5) ),3,2,2(),5,10,3(  ba  
    ).3,4,2(c  
6) ),3,6,3(),7,5,1(  BA  
     3,7,2(C , )12,8,4( D . 

 
17 

 
1) ),1,0,1(),5,7,2(  ma  
    )7,4,0(),5,1,3(  pn . 
2) ),1,4,1(),8,3,2(  nm  
    .43,32 mnbnma   
3) )3,1,9(),7,1,5(),3,1,2( CBA . 
4) ,3,5 qpbqpa   

 
18 

 
1) ),0,1,2(),6,4,3(  ma  
    )4,1,3(),5,2,1(  pn . 
2) ),3,4,1(),5,1,0(  nm  
    .26,3 mnbnma   
3) )2,1,10(),6,1,6(),2,1,3(  CBA  
4) ,3,27 qpbqpa   
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      .
3

,,2,1 
 qpqp  

5) ),1,3,4(),3,4,2(  ba  
    ).4,7,6(c  
6) ),4,5,1(),7,4,3(  BA  
    )0,2,5( C , )4,5,2(D . 

      .
2

,,2,
2
1 

 qpqp  

5) ),1,0,1(),1,1,3(  ba  
   ).2,3,8( c  
6) ),0,1,4(),3,2,1(  BA  
    )2,1,2( C , )5,4,3(D . 

 
19 

 
1) ),1,5,0(),7,5,2(  ma  
    )4,2,3(),2,3,1(  pn . 
2) ),4,3,2(),5,3,1(  nm  
    .53,2 mnbnma   
3)

)0,1,14(),4,1,10(),0,1,7(  CBA  
4) ,,6 qpbqpa   

     .
4

,,4,3 
 qpqp  

5) ),3,3,3(),2,1,4(  ba  
    ).2,1,2(c  
6) ),0,1,2(),3,1,4(  BA  
    )1,5,0( C , )6,2,3( D . 

 
20 

 
1) ),5,3,1(),7,2,3(  ma  
    )6,1,0(),4,3,2(  pn . 
2) ),2,3,4(),3,2,1(  nm  
    .42,6 nmbnma   
3) )2,0,2(),6,0,2(),2,0,5( CBA   
 
4) ,3,10 qpbqpa   

      .
6

,,1,4 
 qpqp  

5) ),5,2,9(),2,1,4(  ba  
    ).1,1,1( c  
6) ),3,0,2(),1,1,1(  BA  
    )1,1,2( C , )4,2,2( D . 

 
21 

 
1) ),1,3,2(),8,4,3(  ma  
    )6,5,4(),2,0,1(  pn . 
2) ),2,1,0(),5,4,1(  nm  
    .6,53 nmbnma   
3) )1,10,5(),5,4,5(),1,1,5( CBA . 
4) ,2,6 qpbqpa   

 
22 

 
1) ),2,1,0(),3,2,1(  ma  
    )1,2,4(),2,3,5(  pn . 
2) ),6,4,2(),5,1,0(  nm  

    .24,2 mnbnma   
3) )7,3,7(),11,3,3(),7,3,0(  CBA  
4) ,,43 pqbqpa   
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      .
3

,,
2
1,8 

 qpqp  

5) ),3,3,4(),4,3,5(  ba  
    ).8,5,9(c  
6) ),2,1,1(),0,2,1( BA  
    )1,1,0( C , )1,0,3(D . 

      .
2

,,2,
2
5 

 qpqp  

5) ),0,1,1(),2,4,3(  ba  
    ).8,11,8(c  
6) ),1,2,1(),2,0,1( BA  
    )1,2,2( C , )0,1,2(D . 

 
23 

 
1) ),1,0,2(),3,1,6(  ma  
    )4,3,1(),5,2,1(  pn . 
2) ),3,1,5(),2,3,1(  nm  
    .3,3 nmbnma   
3) )1,3,8(),5,3,4(),1,3,1(  CBA  
4) ,3,7 qpbqpa   

      .
4

3,,1,3 
 qpqp  

5) ),7,3,1(),6,1,4(  ba  
    ).4,1,2( c  
6) ),1,0,1(),3,2,1(  BA  
    )6,1,2( C , )4,5,0( D . 

 
24 

 
1) ),2,1,0(),8,1,3(  ma  
    )2,3,5(),3,1,6(  pn . 
2) ),5,3,1(),4,1,0(  nm  
    .2,4 nmbnma   
3) )1,1,16(),5,1,12(),1,1,9(  CBA  
4) ,3,3 qpbqpa   

      .
3

2,,5,3 
 qpqp  

5) ),5,4,5(),0,1,3(  ba  
    ).4,2,4(c  
6) ),5,3,2(),1,10,3(  BA  
    )3,0,6( C , )2,1,1( D . 

 
25 

 
1) ),0,2,3(),10,1,2(  ma  
    )6,5,4(),8,4,1(  pn . 
2) ),4,1,2(),3,1,1(  nm  
    .2,2 mnbnma   
3) )4,9,1(),8,3,1(),4,0,1( CBA . 
4) ,3,3 qpbqpa   

      .
4

,,2,7 
 qpqp  

 
26 

 
1) ),5,4,3(),3,2,1(  ma  
    )2,1,0(),3,6,1(  pn . 
2) ),4,1,0(),3,2,1(  nm  
    .6,6 nmbnma   
3) )1,10,2(),3,4,2(),1,1,2(  CBA  
4) ,,5 qpbqpa   

      .
6

5,,3,5 
 qpqp  
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5) ),6,1,8(),3,0,3(  ba  
    ).1,1,1( c  
6) ),4,2,1(),4,2,1(  BA  
    )3,0,3(C , )1,3,7( D . 

5) ),3,0,1(),4,1,1(  ba  
    ).8,3,1( c  
6) ),2,1,4(),1,3,0(  BA  
    )5,1,2( C , )4,1,3( D . 

 
27 

1) ),3,1,1(),0,2,5(  ma  
    )5,0,6(),1,3,2(  pn . 
2) ),5,4,1(),2,3,1(  nm  
    .46,32 mnbnma   
3)

)0,10,2(),4,4,2(),0,1,2(  CBA  
4) ,3,43 qpbqpa   

      .
4

,,3,2 
 qpqp  

5) ),1,2,1(),4,3,6(  ba  
    ).2,1,2(c  
6) ),2,1,4(),0,3,1( BA  
    )1,0,3(C , )5,3,4(D . 

 
28 

1) ),1,2,2(),1,2,6(  ma  
    )7,5,1(),0,4,3(  pn . 
2) ),2,4,4(),3,1,5(  nm  
    .2,23 nmbmna   
3) )0,18,1(),4,12,1(),0,9,1( CBA . 
 
4) ,5,6 pqbqpa   

      .
6

5,,4,
2
1 

 qpqp  

5) ),9,4,9(),1,1,4(  ba  
    ).6,2,6(c  
6) ),2,3,0(),1,1,2(  BA  
    )4,1,3( C , )3,7,4(D . 

 
29 

1) ),3,1,0(),1,4,2(  ma  
    )5,2,3(),4,1,1(  pn . 
2) ),1,2,8(),4,1,0(  nm  
    .63,2 mnbnma   
3). )0,6,1(),4,0,1(),0,3,1( CBA   
4) ,2,32 qpbqpa   

      .
3

,,1,2 
 qpqp  

5) ),6,7,4(),3,3,3(  ba  
    ).1,0,3( c  

 
30 

1) ),1,2,3(),5,0,3(  ma  
    )2,5,7(),3,1,0(  pn . 
2) ),5,3,2(),3,2,1(  nm  
    .32,4 mnbnma   
3) )1,9,7(),3,3,7(),1,0,7(  CBA  
4) ,5,32 qpbqpa   

      .
6

,,2,1 
 qpqp  

5) ),1,2,0(),5,10,7(  ba  
    ).1,4,2(c  
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6) ),4,1,2(),6,5,3(  BA  
    )1,3,0( C , )8,2,5( D . 

6) ),0,6,5(),3,4,2(  BA  
    )3,3,1( C , )7,8,10( D . 

 
Приложение 7. 

  

Вариант 1. 

 

1. )1;0(P , 0523  yx . 

2.







,13
,2

ty
tx     052  yx . 

3 – 8. 

)7;4;3( A , )4;5;1( B , 

)0;2;5( C , 

)1;7;12( M . 

,022:  zyx  

.0632:  zyx  

 

Вариант 2. 
 

1. )2;1(P , 






.2

,13
ty

tx  

2. ,042  yx







.32
,14

ty
tx  

3 – 8. 

)3;2;1( A , ),0;1;4( B

)2;1;2( C ).5;6;1( M  

,0223:  zyx  

.0143:  zyx  

Вариант 3. 

1. ),4;1(P  .
52

3 yx


  

2. ,0543  yx  







.3
,12

ty
tx  

 

Вариант 4. 

1. ),1;4(P .0435  yx  

 

2. ,0743  yx  







.53
,114

ty
tx  
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3 – 8. 
),1;1;3( A ),2;1;9( B

),4;5;3( C  ).1;0;7( M  

.0822:
,042:




zyx
zyx




 

3 – 8. 
),1;1;1( A ),3;0;2(B ),1;1;2( C  

).2;4;2(M  

,02:  zyx  

.022:  zyx  

Вариант 5. 

1. ),0;5(P  







.7
,13

ty
tx  

2. ,053  yx  .042  yx  

3 – 8. 
),0;2;1(A  ),2;1;1( B  

),1;1;0( C  ).4;1;2( M  

.0323:
,0632:




zyx
zyx




 

Вариант 6. 

1. ),6;1(P  .
1

2
2

3 


 yx  

2. 







.52
,13

ty
tx , .023  yx  

3 – 8. 
),2;0;1(A ),1;2;1( B  

),1;2;2( C ).1;9;5( M  

.023:
,063:




zyx
zyx




 

 

Вариант 7. 

1. ),1;7(P  .032  yx  

2. ,0355  yx  

 

Вариант 8 

1. ),8;3(P  







.
,12

ty
tx  

2. ,32 yx   







.113
,

ty
tx  
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






.33
,72

ty
tx  

3 ─ 8. 
),3;2;1( A ),1;0;1(B

),6;1;2( C ).9;2;3( M  
 

.01:
,01125:




zyx
zyx




 

 

3 – 8. 
),1;10;3( A ),5;3;2( B

)3;0;6( C , ).10;7;6( M  
 

.04342:
,01243:




zyx
zyx




 

 

Вариант 9. 

1. ),1;9(P  .
2

7
11

2 


 yx  

2. ,02,112012  yx  











.1,015

,9 2
1

tx

ty  

3 – 8. 
),4;2;1(A ),4;2;1( B

),1;0;3( C  ).5;3;2(M  

.022:
,0435:




zyx
zyx




 

Вариант 10. 

1. ),4;3(P  .0425  yx  

2.







,52
,13

ty
tx

.0152  yx  

3 – 8. 
),1;3;0( A  ),2;1;4(B  

),5;1;2( C  ).5;4;3( M  

.042:
,02:




zyx
zyx



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Вариант 11. 

1. ),11;2(P  







.82
,13

ty
tx  

2. ,0453  yx  







.56
,110

ty
tx  

3 – 8. 

),0;3;1(A )2;1;4( B , 

 ),1;0;3(C ).0;3;4(M  

.082:
,0234:




zyx
zyx




 

Вариант 12. 

1. ),5;3(P  .
3

1
2
12 


 yx  

2.






,

,3
ty
tx  .043  yx  

3 – 8. 
),1;1;2( A )2;3;0(B  

),4;1;3( C  ).16;20;21( M  

.0632:
,01233:




zyx
zyx




 

Вариант 13. 

 

1. ),13;1(P  .0932  yx  

2. ,023  yx  







.73
,1

ty
tx  

3 – 8. 

),6;5;3( A ),4;1;2( B  

),1;3;0( C  ).68;6;3(M  

.057:
,02476:




zyx
zyx




 

Вариант 14. 

1. ),14;5(P  







.72
,13

ty
tx  

2. ,0553  yx  







.12
33

ty
tx  

3 – 8. 
),3;4;2( A  ),0;6;5( B  

),3;3;1( C  ).8;10;2( M  

.010:
,0138:




zyx
zyx



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Вариант 15. 

1. ),2;1(P  .
4

1
15

3 


 yx  

2.







,42
,15

ty
tx

.02625  yx  

3 – 8. 
),2;1;1( A  ),2;1;2(B   

),4;1;1(C ).7;2;3(M  

.04356:
,08456:




zyx
zyx




 

Вариант 16. 

1. ),2;4(P  .
3
1

4
1





 yx  

2. ,
3

1
2
1 



 xy  











.4

,25,06

6
1ty

tx
 

3 – 8. 
),6;3;1(A ),1;2;2(B   

)1;0;1(C , ).5;4;5( M  

.05252:
,055:



zyx

zyx



 

 

Вариант 17. 

1. ),1;5(P  







.32
,1017

ty
tx  

2. ,073  yx  







.145
,82

ty
tx  

3 – 8. 
),6;2;4(A  ),0;3;2( B  

),8;5;10(C  ).8;1;12(M  

.0323:
,0632:



zyx

zyx



 

 

Вариант 18. 

1. ),0;18(P  .
7

2
4

1 


 yx  

2. ,0244  yx  







.24
,1

ty
tx  

3 – 8. 
),4;2;7(A  ),2;1;7( B  

),1;2;5( C  ).8;1;10(M  

.023:
,0425:




zyx
zyx



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Вариант 19. 

1. ),4;1(P  .01113  yx  

2. ,03975  yx  






.7

,55
ty

tx  

3 – 8. 
),4;1;2(A ),2;5;3( B  

)2;3;7( C , ).8;1;3(M  

 

.0832:
,024:




zyx
zyx




 

Вариант 20. 

1. ),5;7( P







.12
,53

ty
tx  

2. ,0742  yx .1
2

1


 yx  

3 – 8. 
),2;5;1( A  ),3;0;6( B  

),3;6;3( C  ).7;8;10( M  

.062:
,0232:




zyx
zyx




 

 

Вариант 21. 

1. ),4;21( P  .
8

7
3




yx  

2.







,12
,53

ty
tx  .05  yx  

3 – 8. 
),1;1;0( A  ),5;3;2(B  

),9;5;1( C  ).6;13;4( M  

.02:
,022:




zyx
zyx




 

 

Вариант 22. 

1. ),8;4(P  .011225  yx  

2. 







,13
,52

ty
tx  .01723  yx  

3 – 8. 
),0;2;5(A  ),0;5;2(B  

 ),4;2;1(C ).8;6;3( M  

.012:
,0115:




zyx
zyx



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Вариант 23. 

1. ),4;5(P  







.7
,123

ty
tx  

2. ,08113  yx  







.3
,73

ty
tx  

 

3 – 8. 
),5;4;14(A ),2;3;5( B  

),3;6;2( C  ).7;8;1( M  

.0552:
,0525:




zyx
zyx




 

 

Вариант 24. 

1. ),24;3( P  .
3
2

1
1





 yx  

2. ,02735  yx  








.43
,15

ty
tx  

3 – 8. 
),4;0;2( A ),1;7;1(B  

),4;8;4( C  ).5;5;6(M  

.0547:
,0276:




zyx
zyx




 

 

Вариант 25. 

1. ),11;4(P  .0255  yx  

2. ,0723  yx  







.5,12
,3

ty
tx  
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Приложение 9. 
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Приложение 10. 
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05            





















9123
033
572

 06           




















1093
323
754

 

07             





















353
113
133

 08          




















389
419
1510

 

09             




















1169
619
9310

 10           




















189
459
156

 

11            





















2106
266
262

 12           




















546
436
629

 

13             




















323
213
314

 14           





















253
123

132
 

15             




















189
439
158

 16            




















7123
053
570
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17           





















9176
176

6102
 18            






















553
113
135

 

19          




















1369
619
938

 20            




















5312
5312
0812

 

21           




















17193
133
9113

 22            




















7415
8315
7314

 

23           




















7112
7112
8014

 24            




















5415
8115
7316

 

25          





















82012
4812

4128
 26            





















13021
12121
13122

 

27         




















21115
7615
3712

 28            





















19315
9715

1119
 

29          




















21115
7215
3716

 30            





















31312
5512

0810
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Программа экзамена  

(элементы линейной алгебры и аналитической геометрии)  

I семестр 

 

1.  Матрицы. Действия над матрицами. Матричная форма записи 

системы линейных уравнений. 

2.  Определитель. Свойства определителей. 

3.  Правило Крамера решения систем линейных уравнений. 

4.  Обратная матрица. Условие существования обратной матрицы. 

5.  Метод обратной матрицы в решении систем линейных уравнений 

и матричных уравнений. 

6.  Метод Гаусса решения систем линейных уравнений. 

7.  Ранг матрицы. Теорема Кронекера-Капелли. 

8.  Однородные системы линейных уравнений. Критерий существо-

вания нетривиальных решений. 

9.  Линейные операции над векторами. Линейное пространство гео-

метрических векторов. 

10. Линейная независимость и линейная зависимость геометриче-

ских векторов.  

11. Базис пространства геометрических векторов. Единственность 

разложения вектора по базису. 

12. Угол между векторами. Проекция вектора на ось. Свойства про-

екции. 
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13. Скалярное произведение векторов. Алгебраические свойства 

скалярного произведения.  

14. Вычисление скалярного произведения через координаты векто-

ров в ортонормированном базисе. Критерий ортогональности 

векторов.  

15. Векторное произведение векторов. Определение и алгебраиче-

ские свойства. 

16. Вычисление векторного произведения в ортонормированном ба-

зисе. Критерий коллинеарности. Площадь параллелограмма. 

17. Смешанное произведение векторов. Определение и свойства. 

Критерий компланарности. Объем параллелепипеда и пирамиды. 

18. Плоскость и ее уравнения. Угол между плоскостями. 

19. Прямая в пространстве и ее уравнения.  

20. Простейшие задачи аналитической геометрии (вычисление рас-

стояний и углов). 

21. Прямая на плоскости. 

22. Понятие линейного пространства. Примеры линейных про-

странств. 

23. Размерность и базис линейного пространства. 

24. Пространство nR  арифметических векторов. 

25. Матрица перехода от базиса к базису. Преобразование координат 

вектора при изменении базиса. 

26. Евклидово пространство. Ортонормированный базис. 
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27. Отображения линейных пространств. Линейный оператор. Мат-

рица линейного оператора. 

28. Преобразование матрицы линейного оператора при переходе от 

базиса к базису. 

29. Собственные векторы и собственные значения линейного опера-

тора. 

30. Квадратичные формы. Матрица квадратичной формы. Приведе-

ние квадратичной формы  к каноническому виду.  

31. Кривые второго порядка. 

32. Поверхности второго порядка, исследование поверхностей мето-

дом сечений. 

 

Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии 

(примерное содержание экзаменационных задач) 
 

1. Найти )(Af , если xxxf 3)( 2   и  










41
23

A . 

2. Найти матрицу, обратную матрице














 


212
110
121

A .   

Проверить справедливость равенства EAA 1 . 
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3. Вычислить ранг матрицы 

















34213
12211
13201

A . 

 

4. Решить систему линейных уравнений по правилу Крамера:   














.1625
,16732

6,2z-yx
 

zyx
zyx  

5. Решить систему линейных уравнений методом обратной 

матрицы:    













.54
,124
,732x

 

21

321

321

xx
xxx
xx

 

6. Решить систему уравнений  методом Гаусса:     













.622
,63
,832

321

321

321

xxx
xxx

xxx
      

7.  С помощью метода Гаусса исследовать совместность и най-

ти общее решение каждой из следующих систем: 
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











,123332
,1343

,024
)

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx

xxxx
a    





















.1
,2

,3
,4

,1x

b)

54

543

432

321

21

xx
xxx
xxx
xxx

x

 

8. Решить матричное уравнение:  








 

























 
02
10

31
12

32
11

2221

1211

xx
xx

. 

9. При каких значениях параметра q система уравнений    














62
62

83

321

321

31

xxx
xxxq

xx
     имеет единственное решение? 

10. Найти все значения p , при которых система уравнений     













023
023
02

321

321

321

xxx
xxx

pxxx
      

имеет ненулевые (нетривиальные) решения. 

11. Показать, что векторы )1,3,2(),3,2,0(),0,1,2(  pnm  

линейно независимы, и найти координаты вектора )1,3,4(a  

в базисе  pnm ,, . 

12. Указать значения x  и y , для которых векторы )6,3,(  xa  и 

)2,2,1( yb   коллинеарны. 
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13. Найти значение параметра q , при котором векторы 

)2,,0,3( qa   и )4,2,0,6( qb   линейно зависимы. 

14. Для заданных точек )5,2,1(A  и )3,2,1( B  указать на отрезке 

AB   точку L  такую, что 
5
3


LB
AL . 

15. Пусть )1,3,4(a , )3,1,5( b . Найти проекцию вектора  

ba 2 на направление вектора a . 

16. Найти значения y  и z , если известно, что вектор 

),,2( zya   ортогонален каждому из векторов )0,2,2( b  

и )1,1,2( c . 

17. В треугольнике с вершинами в точках 

)1,0,2(),3,2,0(),0,2,1( CBA   проведена медиана AM . Найти 

угол между этой медианой и стороной AC  треугольника.  

18. Найти площадь и длину высоты AH треугольника с верши-

нами в точках )1,0,2(),3,2,0(),0,2,1( CBA  . 

19. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век-

торах )1,3,4(a  и )3,1,5( b . 

20. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век-

торах a  и b , если  qpa 3 ,  qpb  2 ,    1p , 2q , 

  65,  qp . 

21. При каком значении параметра p  компланарны  векторы 

)6,2,7(),,2,3(),1,2,5(  cpba  ? 
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22. Принадлежат ли точки ),5,3,1(),2,4,3(),1,3,2( 321 МММ   

)35,2(4 M одной плоскости? 

23. Для треугольной пирамиды ABCD  найти объем и длину вы-

соты, опущенной из вершины D  на грань ABC , если 

 8,3,1 A ,  1,2,2 B ,  3,5,4 C ,  2,1,1 D . 

24. Составить уравнения прямых, расположенных в плоскости 

yxO  и проходящих через точку  4,3 P  параллельно и 

перпендикулярно прямой   0832:  yxl . 

25. Найти расстояние от точки )2,3( A до прямой 

0832:  yxl . 

26. Найти расстояние от начала координат до прямой 

0832:  yxl . 

27. Выяснить взаимное расположение прямых 1l : 







,1
,32

ty
tx

  и  

043:2  yxl , расположенных в плоскости yxO . Если 

они пересекаются, найти точку пересечения и угол между 

прямыми. 

28. Найти расстояние от точки  2,1,1 M  до плоскости  , про-

ходящей через точки  8,3,1 A ,  1,2,2 B ,  3,5,4 C . 

29. Составить уравнение плоскости  , содержащей точку 

 3,1,1 A  и перпендикулярной плоскостям 

013:  zyx  и 032:  zyx . 
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30. Составить уравнение плоскости  , содержащей точки 

 3,1,1 A  и  5,1,2B  и перпендикулярной плоскости 

013:  zyx .  

31. Найти угол между плоскостями 013:  zyx  и 

032:  zyx .  

32. Написать канонические уравнения прямой l  — линии пере-

сечения плоскостей 053:  zyx  и 

01432:  zyx . 

33. Найти точку пересечения прямой  
13

1
2

1: zyxl 




   и 

плоскости 0532:  zyx , а также угол между прямой  

и плоскостью. 

34. Найти расстояние от точки )2,0,1( A  до прямой l , прохо-

дящей через точки )1,1,1(1M  и  )5,2,3(2M . 

35. Составить матрицу перехода от базиса 321 ,, eee  к базису 

3211 2 eeee  , 3212 eeee  , 3213 2 eeee   и найти 

координаты вектора 321 35 eeex   в базисе 1e  , 2e  , 3e  . 

36. Линейное преобразование трехмерного пространства с бази-

сом 321 ,, eee  задано образами векторов базиса: 

A~ 3211 2)( eeee  ,  A~ 3212 33)( eeee  , 

A~ 313 2)( eee  .  
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Составить матрицу линейного оператора и найти образ y A~ x  

вектора 321 32 eeex  .  

37. Линейный оператор A~   задан в базисе 21,ee  матрицей  








 


32
11

A . Найти матрицу этого оператора в базисе  

211 2 eee  ,  212 eee  .  

38. Найти собственные значения и собственные векторы линей-

ного оператора A~ , заданного в некотором базисе двумерно-

го пространства матрицей 









52
34

A . Указать базис про-

странства, в котором матрица оператора имеет диагональный 

вид. 

39. Построить кривую 225925 22  yx  и найти: a) полуоси;  

b) фокусы; с) эксцентриситет; d) уравнения директрис. 

40. Построить кривую 1
14425

22


yx  и найти: a) полуоси; 

b) фокусы; с) эксцентриситет; d) уравнения асимптот;  

e) уравнения директрис. 

41. Указать координаты вершины параболы  042  xy ,  вели-

чину параметра p  и направление оси параболы. 
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42. Построить кривые второго порядка: 

a) 01616124 22  yxyx ; 

b) 01682  yxy ; 

c) 01695054259 22  yxyx . 

43. Привести к каноническому виду уравнение кривой 

032 22  yxyx  и построить кривую. 

44. Построить и назвать поверхности второго порядка: 

a) 1
36916

222


zyx ; 

b) 1
36916

222


zyx ; 

c) 4
49

22


yx ; 

d) zyx 2
9

2
2  ; 

e) 1
36916

222


zyx ; 

f) 0
36916

222


zyx ; 

g) 99 22  zx . 

 
 


